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1. INTRODUCCICN 
Existen numerosas situaciones en la Técnica para las que es preciso re-
solver proble-s de condiciones inicialu y contorno con una elevaia ex!, 
gencia de continuidad en las soluciones. Algunos ejemplos no exhaustivo• 
se citan a continuación: 
{a) Flexi6n de viga• y placaa en el Anilitis de las Estructuraa (1). 
La ecuaci6n diferencial de cuarto orden en el dominio A de la estr~ 
tura es: 
x t ACR [1.1] 
[1.2] 
Con el conjunto de condiciones de contorno (caso estacionario) de t! 
po esencial o cinem1tico: 
w - w para [1.3] 
para 
y las condiciones de contorno de tipo natural o estitico 
kn 
3 3 
!J!+k' !.Y- i para u Ai c.A 
éha3 n alan [1.4] 
2 2 
k ..L.!.+ k" l...!!- ¡:¡ para xt x;c.x 
n an2 n as 2 
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La solució~ de !a fcrmclar.ión débil de este problema pertenece a H2• 
(b) Problemas de laminas. 
Utili~ando la teoría de las láminas rebajadas y placa curvada de Hu~ 
thari y Vlasov (2), se llega a la siguiente expresión: 
[1.5] 
con las pertinentes condiciones de borde (cuatro en cada punto del con-
torno, bien esenciales o naturales). 
Las ecuaciones en el dominio pueden ser sustituidas por una únicade 
octavo orden mediante la introducción de la función de Arbatsumyam. 
+ • -Ehv;w 
2 1 A2 a Al a v---{---<---> +-(---> } A1A2 A1 aa 1 ,1 A2 aa 2 ,2 
A1 y A2 parámetros de la primera forma fundamental de la superficie me-
dia de la lámina; K1 y K2 curvaturas principales y las líneas de coord~ 
nadas a 1 y a 2 son de curvatura: 
[1.6] 
La solución débil del problema de contorno (1.6] se sabe que pertenece 
l . H4 a espac1.o • 
Por otra parte aparecen en las aplicaciones numerosos problemas de 
interpolación con diferentes condiciones en los datos y en las funcio-
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nes interpolantea, cuya solución puede llevarse a cabo mediante la util! 
zación de elementos finitos con un elevado orden de continuidad (3). Se 
presentan a continuación algunos de estos ejemplos: 
(e) Topografla. 
A partir de los datos obtenidos de un trabajo taquimétrico, consiste~ 
tea en las coordenadas (x,y) y la cota z de un conjunto de puntos del t~ 
rreno, se intenta obtener las curvas de nivel representativas. 
(d) Trazado de vías de comunicación. 
El diseño del eje de una vía de comunicación -ferrocarril o carretera-
puede ser de interés que se efectue de modo qua sea lo mas suave posible 
~ondicionea de seguridad y comodidad de la circulación). Normalmente el 
eje debe de satisfacer ciertas condiciones adicionales, talea como pasar 
por un conjunto de puntos definidoa en planta, bien exactamente o dentro 
de un entorno de error. 
(e) Definición geométrica de estructuras. 
Existen estructuras, cuya forma compleja o arbitraria, se conoce en el 
diseño solamente en un conjunto descrito de secciones o puntos. Es preci-
so, obtener a partir de estos datos, una definición geométrica que utili-
ce superficies continuas, en particular conocer la superficie media y las 
caras intradós y extrados de la estructura. Un caso típico de esta situa-
ción corresponde al diseño de presas bóvedas. En estas se conoce la geom[ 
tria en una serie de arcos horizontales y ménsulas verticales y los valo-
res de los espesores de la bóveda en algunas secciones. La definición ad~ 
cuada de la presa requiere la obtención de una superficie suficientemente 
suave, sin bruscos cambios de curvatura, que contenga dentro de un margen 
de error los resultados anteriores, descritos en forma de puntos líneas· o 
superficies. 
(f) Reconocimiento caligráfico. 
El problema consiste en restituir con la máxima fidelidad una estruc-
tura caligráfica mediante un mínimo de información digitalizada. Estepr~ 
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blema (1-D) puede ser extendido a situaciones de mayor dimensión (2-D y 
3-D) correspondientes a obras pictóricas o fotograf(as y esculturas. 
2. DEFINICIONES PREVIAS 
El método de los elementos finitos constituye en la actualidad una t~c­
nica matemática de discretización bien establecida (4). Su eficiencia se 
manifiesta en particular en la resolución de problemas de contor~o,._yla!!_ 
teadoa en su formulación d~il y en los problemas de deter~rinación de extrema les 
de funcionales. En estos casos el método de loa elementos finitos proporciona 
de un modo automitico las funciones coordenadas ~n precisas en las tec-
nicas de Galerkin y Ryleigh-Ritz entre otras. Según el orden del probl~ 
ma de campo que se estudie se deben utilizar elementos finitos que sati!. 
fagan una serie de requerimientos de continuidad adecuados. 
Loa elementos finitos de clase Ck se caracterizan por la existenciade 
continuidad de sus derivadas hasta el orden k-simo inclusive, tanto en el 
interior como en la frontera y en los nudos del-elemento. 
La definición anterior se aplica a los elementos denominados confor-
mes o compatibles. A veces, los requisitos de continuidad a lo largo de 
la frontera del elemento no se mantienen y entonces este se designa por 
el t~rmino incompatible o no conforme. En otros casos, la continuidad en 
el interior del elemento puede ser de un orden' menor a Ck, como ocurre 
en loa ~upraalementoa o elementos constituidos por polinomios a trozos. 
Elementos de Clough y Tocher (S). 
Por último, en los nudos puede disponerse una mayor exigencia de: co!!_ 
tinuidad que Ck, introduciendo nuevas incógnitas adicionales básicas con 
significado de nuevas derivadas en el nudo de la función de campo w. En 
esta situación el elemento se denomina hiperelemento (figura 1). 
Los elementos finitos de clase Ck pueden ser utilizados como funcio-
nes base para la resolución mediante loa métodos de Galerkin o Ritz de 
de problemas de orden ••k+l, ea decir, con derivadas hasta el orden m 
en la ecuación funcional. Como es sabido, las funciones bases deben ser 
H ... 
12 S 
(a) Inc~atible, 
2 VV V W V V LS;; .. 
:J. S ~1 1 
v, vx• v1 vil" 
vxx• vxy• v 11 
(b) Hiperelementoa. 
v, 
(e) El..ento de Clough-Felippa. 
w, wx' w1 
vxx' vxy' vyy 
FIGURA 1.- Ejemplos de elementos triangularea 2-D (triangulares) 
de -~lasea c1• 
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Evidentemente, existen otros métodos como la inmersión en un problema 
de orden inferior con restricciones adicionales, que pueden ser tratados 
mediante técnicas de Lagrange y penalización entre otras. En este conte~ 
to la utilización de la integración reducida y selectiva para problemas 
estructurales de clase c1 (láminas y placas) constituye un procedimiento 
de indudable interés (6). 
Conviene observar que la eficiencia computacional de un tipo determi-
nado de elementos finitos no esta directamente relacionada con el carác-
ter compatible o incompatible del mismo. A veces elementos incompatibles 
son mas eficaces y existe una explicación intuitiva de esta propiedad.En 
efecto, elementos finitos incompatibles suelen ser mas flexibles que los 
conformes. Sin embargo, la convergencia monotónica e independiente de la 
configuración de la malla de elementos sólo esta asegurada a priori en 
los elementos conformes, en otros casos, pruebas como la descrita por I-
rons (patch test)deben de ser utilizadas (7). Una ventaja numérica de la 
monotónia de la convergencia reside en la posibilidad de utilizar fórmu-
las eficaces de extrapolación de resultados (8), basadas en esta propie-
dad. 
Como, es sabido, existen dos posibilidades de convergencia en el mét~ 
do de los elementos finitos: 
(a) h -convergencia , que corresponde a la obtenida mediante el uso de 111.!. 
llas ~ada vez mas refinadas, es decir, cada una contiene a las ante-
riores y la dimensión máxima de los elementos disminuye de un modo 
concorde, pero conservando el tipo y funciones de forma de los ele-
mentos finitos. 
(b) hk-convergencia producida por el incremento sucesivo del orden de 
los polinomios de las funciones de forma o interpolación de cada el~ 
mento, conservando constante la configuración de la malla. 
La consideración de este dltimo tipo de convergencia, es el incentivo 
principal de la generación de familias jerárquicas de elementos finitos, 
es decir, conjunto de elementos finitos cuyas funciones de forma son de 
órdenes sucesivamente crecientes ycada una de ellas contiene a las anteriores 
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Las ventaja& e inconvenientes de la utilización de familias jerlrqui-
cas de elemantos finitos han aido disc~ida• en detalle en diferentes p~ 
blicaciones. Aquí sólo se comenta la ventaja de una mayor aceleración de 
la conver¡encia, a coa ta de un incre•nto i~ortau.te de computación, med! 
da, entre otros aspecto&, en mayorea requerillientos de memoria (auaanto del 
ancho de band.a) y esfuerzo de cilculo (necesidad de un número creciente 
de punto& de integración de Causa). La posibilidad de obtener valores s~ 
tisfactorioa para resultados que exiaen un elevado orden de derivación y 
por lo tanto, coa posibilidad de aparición de ruidos numéricos (esfuer-
zos cortantes en problemas de flexión de placas y liminas) presentaeli~ 
conveniente de una modelización grosera de la geometría, en particular 
del contorno, de la eatructura. 
Conviene recorda~ un aspecto de la convergencia. Esta depende del re-
sultado que se eatudia en el cilculo (ea particular el orden de deriva-
ción) as{ como del punto donde se localiza el mismo. En general, se con-
sidera que en los puntos de Gauss (9) del elemento, los errores en los r!. 
sultados son m!niaos. Sin ewbar¡o, desde un punto de vista prlctico es 
mis conveniente conocerlos en los nudos, por lo que fórmulas de extrapo-
lación se suelen utilizar. A veces, se puede mediante procedimientos it!. 
rativos obtener una mejoría notable en el ¡rado de exactitud de los resu! 
tados (lO). 
Estas familias son bien conocidas por lo que sólo se resume en la figura 
2, los elementos rectos 1-D, corre1pondiente1 a funciones polinómicas de 
Lagrange. Evidentemente otros tipos de familias de elementos c0 pueden 
ser generadas. En la figura 3 1e representa una de las numerosas posibi-
lidades ( 11) • 
En relacióo con los elemento& 2-D, familias para los do1 tipoa, tria~ 
gulares y rectiilgulares, se representan en las figuras 4 y 5. Aquí se o.!!_ 
serva que existen do~ posibilicl,adea_ ~ famili.~s jerárquicas:- elementos .l.! 
grangianos y serenpidinos. Estos últimos son mas adecuados co~utaciona! 
mente. Sin embargo, conviene recordar que la velocidad de converpncia~ 
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(e) Elementos cúbicos. l~W J·~¡<C-tl.) 1·-1 n n n 1 1n( ) ~-·~-..;-. En general para n nudos: Ni • Li (t) con Li (t) • l~(ti) con i t •-(t _ Ci) Y ti • 2n-l 
(i • 1, 2, • • • • n) FIGURA 2.- Elementns l-D de clase c0 • (Lagrangianoa) • 
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(a) l tramo rec:to (b) 2 tramos rectos (e) N tramos rectos 
Nota.- Los tramos pueden ser iguales o desiguales. En este último caso se pueden 
disponer de variables adicionales en el proceso de minimización. 
FIGURA 3.- Elementos 1-D de clasa c0 (funciones a trozos). 
N N N El nudo (i,j,k) tiene coordenadas L1i' L2j' L3k e• 
N i N . N k 
L •- · L -~ • L •-li N ' 2j N ' 311. N • 
La función de forma NI correspondiente al nudo 
(i,j ,k) es: N1 •l~(L 1 ) L1 (L2) ~(L3 ) con l~(L 1) 
es el polinomio de Lagrange de grado i corrupo! 
N . k 
diente al nudo Lli y análogas para 1~ (L 2) y l\CL3), 
a) Triángulo general (notación). 
2 
3 1 3 
3 
' 
., 1 
N1 • (2L¡- l)Ll 
1 
N. • L. N 1 • ¡(3L 1-1) (3L 1-2)L2 l. l. 
N4 • 4L 2L3 
9 N4 •2i-1L2(3L 1-1) 
N10 •27 L1L2L3 
(b) CT (e:) LT (d) QT 
FlGURA 4.- Elementos triangulares lagrangianos. 
130 
ne medida por el grado del polinomio completo contenido en las expresio-
nes de las funciones de interpolación (12). Los elementos lagrangianos, 
producen a este respecto menor número de términos extra o espureos, re~ 
pecto al polinomio completo (figura 6). Existe una extensa experimenta-
ción númérica sobre estos elementos (13), por lo que no se exponen aquí 
los resultados obtenidos. 
4. FAMll.IAS JERARQU1CAS CE El.MNTOS cK 
La mayoría de las familias jerárquicas descritas en diversas publicacio-
nes, (10) y (12) ~e refieren a la clase c0 comentados en el apartado an-
terior, que corresponden a expresiones sencillas. La complicación crece 
de un modo considerable al intentar la definiciónde las familias de cla-
se Ck (con k~1), como se comprueba en (14) y se observa en los siguien-
tes apartados. En estos ha sido, en general preciso abandonar la dete~ 
nación analítica de las funciones de forma y seguir un procedimiento nu-
mérico. 
Como se ha indicado anteriormente, existen numerosos procedimientos , 
de obtención de elementos ck. Sólo en el caso de k • 1 se han propuesto~ 
~elementos (en general para el calculo de placas) que no se intenta si 
quiera aquí su revisión y catalogación. En particular, la deducción de e 
lementos conformes Ck se suele llevar a cabo mediante alguna de las téc-
nicas que se comentan a continuación. La mas simple consiste en incluir el 
planteamiento del problema funcional de orden k+1 en otro de orden infe-
rior, mediante la introducción de las sucesivas restricciones funci~nales 
(multiplicadores de Lagrange, técnicas de penalización, etc.) •. En este 
contexto la integración numérica selectiva y reducida debe ser consider~ 
da como un medio eficaz que evita los problemas de enmascaramiento numé-
., 
rico. 
Otro método de obtención de elementos cont"9rmes que supone un exceso de 
continuidad está representado por los hiperelementos. En estos se intro~ 
ce un número de parámetros coordenados mayor que el estrictamente necesa-
rio para la continuidad del problema (parbletros esenciales) y que en el 
caso de elementos de clase Ck estos parámetros corresponden a los valores 
nodales de todas las derivadas hasta el orden k inclusive. 
1 3 1 
,.~J., (c.,jl 
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(a) Elemento lagrangiano rectan¡ularea. 
(b) Elemento lagrangiano y serenpidino bilineal 
con ti ~i coordenada• del nudo i. 
1 2 2 Ni •¡(t +tti)(t +tti) (i • 1,2,3,4) 
1 2 2 Ni •¡(1-t )(( +T\~i) i • 5,7 
1 2 2 Ni -¡n-~ ><t +tci> i- 6,8 
N9 • (1-(2) (1-~2) 
(e) Elemento lagrangiano de nueve nudo1. 
1 Ni •¡O+tti)(l+T\~i)(-l+tt1+T¡~i) 
1 2 Ni. ¡n-e > O+T1111> <i- 5, n 
1 2 Ni •¡0-~ ) (l+tt1) (i • 6,8} 
(d) Elemento aerenpidino de ocho nudos. 
FIGURA 5.- Elementos primitivo• (cuadrilateroa) de clase c0• 
1 
Elementos lagrangianoa 
FIGURA 6.- Términos de los polinomios generalea por las funciones 
de forma lagrangianos y sereapidinos. 
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Por último, es posible obtener elementos conformes CK simples, es de-
cir, con un número de incógnitas basicas por nudo igual al de ~ámetros 
esenciales. Esto se consigue mediante la consideración de otros tipos de 
funciones de forma distintas de las polinomicas (funciones racionales), 
o bien por subdivisión del elemento en trozos, en los que se define una 
función polinómica específica. Las ventajas comparativas de estos eleme~ 
tos simples en relación con los hiperelementos son evidentes, ya que no 
imponen condiciones de continuidad en exceso a la solución. La contrapaE 
tida esta representada por la complejidad computacional que supone en e~ 
tos casos la obtención de las funciones de forma. 
En los siguientes apartados se describen dos tipos de familias de el~ 
mentos de clase CK. Uno de ellos corresponde a una extensión natural del 
hiper.elemento quíntico existente para la clase e1 (15). El otro tipo de 
familia utiliza las ideas desarrolladas por Clough y Tochter (5) en un 
elemento triangular simple y conforme de clase e1 cuyos resultados repoE 
tados en la literatura t~cnica han probado ser satisfactorios. 
S. HE P!lt!L»!NTOS 
5.1 OIJtltCIOKII 
Un elemento CK exige que los parámetros básicos en sus vertices sean to-
das las derivadas de la función de campo, w, en dos direcciones (x,y)ha~ 
ta el'orden K, es decir: 
3w 3w 3Kw 3Kw aKw 
w, 3x' ay• • • .. , 3xK' 3xK-lay' 3yK 
Existen por lo tanto, en el vertice de un elemento dK , un número de 
parámetros igual a: 
S(K) • (K+2) • (K+2)(K+l) 
2 2 [5 .1] 
A lo largo de u~ lado existen parámetros del tipo c0 que son los valo 
res de la función de campo (w), otros de tipo e1 correspondientes a la d~ 
rivada de esta función w respecto a la normal (n) al lado. En general,p~ 
rámetros de tipo CK a lo_ largo de un lado, son del tipo aKw/anK. 
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Los parimetros a lo largo de un lado pueden estar situados en nudos di!. 
tintos, o bien lo que parece mas cómodo computacionalmente, concentrados 
en un solo nudo (el punto medio de lado) en forma de sucesivas derivadas 
longitudinales o en la dirección del lado (s), es decir, parámetros de ti 
po CK son: 
3Kw 3 3Kw a2 3Kw 
K' as<,-> • --2 <K> • · · · · · · · · · 
an an as an 
Un hiperelemento CK corresponde a un elemento cuyos requerimientos de 
continuidad en un conjunto discreto de nudos es superior a K. En particu-
K+H lar, en los vertices, loa parámetros existentes son del orden C , y H >O 
designa la extra clase del hiperelemento eK. 
S. 2 IUIU1.pKI'f2.S Cr. DI IXTIA CWI MlNW (H • l) 
La familia da este tipo .de elementos que se puede construir se indica en la 
figura 7. 
En los vertices existen S(K+l) parámetros, con: 
S(K+l) • (K+3)(K+2) 
2 
que explícitamente_ son~ 
3w aw 
w, ai• ay• 
En los puntos medios de los lados aparecen grados de libertad o paráme-
tros de diferente tipo, es decir: 
m0 parámetros de tipo e
0
, que son: 
m1 parámetros de tipo e
1
, que son: 
~parámetros de tipo e1, que son: 
aw a2w 
w, as· --z· 
as 
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m..--1 a v w 
• m.-.-1 
as'-' 
Si se considera un polinomio completo de grado N para la expresión de 
la función de campo w, se precisan S(N) coeficientes para su especifica-
ción, con: 
S(N) • (N+2)(N+l) 
2 
Evidentemente este número de coeficientes debe al menos igualar al de 
parámetros disponibles, es decir, se debe cumplir la condición (el fac-
tor 3 aparece al considerar el elemento triángulo): 
y 
S(N) ~ {S(K+l) + ~ + m1 + ••• + ~}3 
K 
L • S(N) -3{S(K+l) +i¡l mi} ~O 
La diferencia (positiva) L entre los coeficientes y los grados de li-
bertad mínimos para la continuidad, indica el número extra de grados de 
libertad (gdl) disponibles para incrementar la continuidad a lo largo del 
lado ó introducirlos como gdl interiores. Se sabe que esta última posibi 
lidad no es adecuada numéricamente, ya que implica una cierta dependen-
cia entre los coeficientes del polinomio completo de grado N. Por ello, 
se procede a disponer los gdl extra, en los puntos medios de los lados. 
En este caso se podría considerar una de las dos posibilidades siguien-
tes: 
POSIBILIDAD 1.- Introducir un parámetro únicamente de cada tipo superiora 
CK, es decir: 
~+1•1, ••• , ~+L•l 
Los parámetros que se introducirían, entonces, serían: 
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POSIBILIDAD 2.- Introducir parimetros únicamente en la continuidad inme-
diata.enta superior (haata agotarla, que se pasaría a la 
siguiente), u decir, a;c+l • L parfmetros (supuesto que 
este valor no alcanza el úximo H1 de continuidacl CK+l a 
lo larao del lado) es decir, los par'-etros que se cona! 
'aeran stin: 
Si L>H1, entonces, con L1 •L-H1, se obtiene: 
••• t 
.... 
Si el valor de L1 fuera superior a H2, preciso para alcanzar la conti 
nuidad CK+2 a lo largo del lado, se procedería de modo semejante. 
Existen entre las dos posibilidades anteriores, otras que se pueden consid,! 
rar 'situaciones mixtas, por ejeu;plo, relacionar I.KlnÚIIAro de gdl según la 
primera posibilidad y el resto de gdl según la segunda. 
Aquí solo se va adoptar la primera posibilidad por suponer que no per-
turba a la familia con ningún incremento de continuidad (CK+l). 
Por último, conviene observar que si se desea conservar la simetríadel 
elemento, es decir, no exista un lado uuís privilegiado (mayor número de 
gdl) que otro, la diferencia L debe ser múltiplo de 3. Si este no es el C!. 
so, el resto (n0) debe de asignarse como gdl interiores situados enelce~ 
tro de gravedad del triángulo. 
En resumen, la f6rmula de la familia de hiperelementos CK que se dise-
ña corresponde para cada polinomio completo N, a la siguiente expresi6n: 
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~ i1GUM 7.-
_, .. «>•-•'" ¿ d• ,_,,oel .. ,. R•l• 
\l~'tl 
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~ 
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rJ-=:It tJ6bl. .. AS' 
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(a) Elellll!ntos c
0 
• 
¡;: w .,., ,~, Yllfl-. vllf, ..,.,.,y 
--~""' ¡.1:: 1) ~t;bL-~ Z,.( 
w w ... """ 'W¡~.,"""''f ""'1'1 w¡c., ... ._-,.,..., v.~,.,., '-''111 u 
3 4 
3 
..,~f ¡J6b\..d.~ 
' 
' 
tJ: r "' & bl. = J' 
.1•. ~ <' --~\-
.... 
'7.-() -11•1< ~&·~·~" ~· 1~ W4H•14 
2 (e) Ele~ntOS e • 
siendo 
K M 
S(N) • J{S(K+l) +i¡O mi+ i•li<+l mi} +n0 
mi • 1 para 
no. o, 1, 2 
L • J(H-K) + n0 
i • K+l, K+2 • ••• H 
(según los casos) 
(5.2] 
Los valores de m. para i'K se deducen de las condiciones de continui-
21 2 K K dad de w, ~/3n, a w/an , ••• ,a w/an a lo largo del lado, con lo que re-
sultan las igualdades: 
Continuidad (w) : 2 (K+2) + :110 • N+l 
Continuidad (~) : 2(K+l) + m1 • N 
2 
Continuidad <a ;): u ·~ • N-1 an 
i 
Continuidad <a ;>: 2(K+2-i)+m. • N+l-i 
an 
1 
Continuidad aKw + ID¡ • N+l-K (-¡{):2. 2 
an 
Se obtienen los valores siguientes: 
IDo • N - 2K - 3 
ID¡ • (N-2K-3)+1 
mi • (N-2K-3)+1 
~ • (N-2K-3)+K 
El valor de L, es por lo tanto, según [5.2]: 
o bien 
con E{ 
L"' (N+2) (N+l) + 3(K+2)K- J(K+l)N 
2 
M-K • E{ (N+2) (N+l)} + (K+2)K-(K+l)N 
6 
función parte entera. 
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[s.J) 
[5.4] 
[s.s] 
[s.&] 
N au ml m2 m3 m4 m5 m6 m., m8 ~ m lO no 
3 o 1 
4 1 1 o 
S 2 1 1 o 
6 3 1 1 1 1 
7 4 1 1 1 1 1 o 
8 5 1 1 1 1 1 l 1 o 
9 6 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
K•1 
N au m¡ m2 m3 m4 ms m6 m7 tll8 ~ tillO no 
S o 1 o 
6 1 2 1 
7 2 3 1 o 
8 .3 4 1 1 o 
9 4 S 1 1 1 1 1 
10 S 6 1 1 1 1 1 1 o 
11 6 7 1 1 1 1 1 1 1 o 
12 7 8 1 1 1 1 1 l 1 1 1 1 
N au m1 D1z m3 m4 ms ~ ~ ms ~ tillO no 
10 3 4 5 o 
11 4 S 6 1 o 
12 S 6 7 l 1 l 
13 6 7 8 1 1 1 1 o 
14 1 8 9 1 1 1 1 l 1 o 
1 15 8 9 lO 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
K•3 
N !UU m1 m2 m3 1 m4 ms m6 m7 ms ~ m lO no 
15 6 7 8 9 i 1 
16 7 8 9 10 1 1 1 o 
17 8 9 10 11 1 1 l l 1 o 
18 9 10 11 12 1 1 1 1 1 1 1 
En la figura 8, se mueatran algunoa miembros de esta familia. 
TABLA 1.- Hiperelementoa CK de extra clase 1 (H • 1). 
1 39 
La utilizaciSn de estas fórmulas conducen a los resultados de la ta-
bla l. Conviene tener en cuenta que el valor mínimo del polina.io viene 
dado por las dos condiciones siguientes: 
es decir: 
N • ~ 2K+3 
unn 
mo~o 
L~ O 
[s.1] 
[s.s] 
Procediendo de un modo anilogo al Apartado [s.2) anterior se deduce: 
Parimetros en los verticea: S(K+H) • (K+U+2) (K+H+l) 
2 
que contienen todas las derivadas de la función de campo w hasta!:!;!!.. in-
clusive. 
Los parámetros en los lados se situan en los puntos medios y se cla-
sifican como anees, en tipos c0 , c1, c2, ••• , CK, de los cuales existen 
El polinomio completo de grado N precisa para su determinación S(N) 
coeficientes. 
Se adopta la posibilidad 1, introduciendo el número de parimetros adi 
cionales por tr-iadas en lO$ puntos medios de los lados y únicamente de C!, 
-- K -da Üpo superior a C , es decir, m1 • 1, para I >K. Se obtiene así:: 
K M 
S(N) • J{S(K+H) + i~O mi + i•i+l mi} +nO [s.9] 
con O~ n0 ¿ 3 gdl en el cdg del triángulo. 
Las condiciones de continuidad CK a lo largo de un lado del elemento 
conducen a las siguientes ecuaciones: 
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N II1J m1 m2 m) m4 m5 m6 m7 m8 ~ m10 no 
5 o 1 o 
6 1 1 1 1 
7 2 1 1 1 1 o 
8 2 1 1 1 1 1 1 . o 
9 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
K•1 
N 111J• m1 m2 m3 m4 ~ ~ m7 ms ~ m10 no 
7 o 1 1 o 
8 1 2 .. 1 o 
9 2 3 1 1 1 1 
10 3 4 1 1 1 1 1 o 
11 4 5 1 1 1 1 1 1 1' o 
12 S 6 1 1 1 1 1 }. 1 1 1 1 
N II1J m1 m2 m3 m4 ms ~ m7 m8 m9 m10 no 
9 o 1 2 1 
10 1 2 3 1 o 
11 2 3 4 1 1 o 
12 3 4 5 1 1 l l 
13 4 S 6 1 1 1 1 1 o 
14 S 6 7 1 1 1 1 1 1 1 o 
K • 3. 
N II1J m1 ~ m3 m4 ~ m6 m¡ m8· ~ m10 no 
13 2 3 4 1 S o 
14 3 4 S 6 1 o 
1S 4 5 6 7 1 1 1 
16 5 6 7 8 1 1 1 1 o 
17 6 1 7 8 9 1 l 1 1 1 .. 1 o 
TABLA 2.- Hiperelementos CK de extta clase 2 (H • 2). 
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N iDo. 1111 1112 1113 .4 ~ 116 .7 118 ~ 1110 no 
1 o o 
2 1 o 
3 2 1 
4 3 1 o 
5 4 1 1 o 
6 S 1 1 1 1 
7 6 1 1 1 _1 .1 o 
8 7 1 1 1 1 1 1 1 o 
9 8 1 1 _l_ 1 _!_ 1 1 J 1 1 
N IDo 1111 m2 mJ 1114 -s m6 111¡ 118 ~ •to no 
7 4 S o 
8 S 6 1 Q 
9 6 7 1 1 1 
10 7 8 1 1 1 1 o 
11 l! 9 1 1 1 1 1 1 o 
12 9 10 1 1 1 l 1 1 l 1 1 
N IDo m1 1112 1113 m4 •s 1116 ., •a ~ •1o "o 
12 7 8 9 1 
13 8 9 10 1 1 o 
14 9 10 11 1 1 1 1 o 
15 10 11, 12 1 1 1 1 1 1 1 
N ~ 1111 1112 1113 1114 ~ 1116 m, lllg ~ 11110 no 
17 10 11 12 13 1 o 
18 11 12 13 14 1 1 1 1 
19 12 13 14 15 1 1 1 1 1 1 o -· 
TABLA 3.- Ela118ntoa siq~les C'l. (H • O). 
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K•1 
N 
9 
10 
11 
12 
13 
N 
14 
15 
16 
K•3 
N 
19 
20 
' 
IDo 
.8 
9 
10 
11 
12 
IDo 
11 
12 
13 
mo 
13 
14 
m1 m2 m3 m4 m5 m6 m¡ ms 
9 
10 1 1 
11 1 1 1 1 
12 1 1 1 1 1 1 
13 1 1 1 1 1 1 1 
m1 m2 m3 m4 ms m6 ~ ms 
12 13 1 
13 14 1 1 1 
14 15 1 1 1 1 1 1 
m1 m2 m3 m4 ms ~ ~ ms 
14 15 16 1 1 
15 16 17 1 1 1 1 1 
TABLA 4.- Hipoelamento• CK (H•-1), 
,---=---...:~ ' 
~'' N~OL:Z8 
~ 
1 
~ 
~ 
FIGURA 9.- Hiperelementos CK de extra cl'\re H • 2. 
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m10 
1 
m10 
m10 
no 
1 
o 
o 
1 
o 
no 
o 
1 
o 
no 
o 
o 
w·wcw,w .... w-.7, 
wYilll .•.. ._¡'1~1 
w "'s 
w,.. w,. 11 
Continuidad (w) 2(1C.+H+l) + •o • N+l 
Continu.i.dad el!> a u 2(K+H) + .l • N 
i 
Coatinuidad (U) 
an
2 2(1C.+H+l-i)+mi • N+l-i 
K 
C011tinuid.H (ll) 2(H+l) + ~ • N+l-K 
anK 
Resultan los valores sicuientes: 
llo • N-2K-2H-l 
a 1 (N•2K•2H·l)+l 
~ • (N-2K·2H-l)+K 
y por lo tanto: 
y n0 es el resto de la parte antara E, es decir: 
(N+2)(N+l) • 3(H-K)+n0 
Las condiciones de grado mínimo para el polinomio son: 
ID¡) ~ o 
M-K- O 
[s.10] 
[s.u] 
[5.12] 
Resultados de esta familia (li • 2) se representan en la tabla 2 y figura 9. 
Casos .particulares de hiperelamentos corresponden a la situación H • O, 
que representan unos elementos si111ples y H <O, que constituyen los hipo-
elementos descritos por Morley. 
Para H • O, se muestra la tabla 3 y la familia de hipoelementos se re-
presenta en la tabla 4. 
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Es importante resaltar que en los casos H·/0 (elementos simples e hi-
poelementos) no es posible obtener funciones de forma conformes cK (K>O) 11!!. 
diante expresiones polinómicas únicas dentro del elemento. En efecto, en 
la demostración que se ha llevado a cabo para deducir el número de pará-
metros y el grado polinómico preciso par,a alcanzar la compatibilidad re-
querida se admitía independencia lineal entre los distintos parámetros o 
gdl del elemento. Sin embargo, se puede mostrar que existen relaci~li 
nealea entre estos parámetros en los casos de extraclase no positiva. P~ 
ra ello se utiliza una generalización de la demostracion dada por Irons 
y Drapper, considerando un vértice en el que coincidan dos lados de di-
recciones s 1 y s 2• Si se trata de un elemento CK, a lo largo de cada la-
do i (i • 1,2) las diferentes funcione.: 
aw 
w, as:-, 
J 
con j el otro lado (distinto de i) son polinomios continuos, cuyos coefi-
cientes dependen únicamente de los parámetros situados a lo largo del la-
do si. Por lo tanto los K valores de las derivadas de las funciones ante-
riores respecto a si.que se relacionan a continuacion se pueden expresar 
únicamente en términos de los parámetros situados en el lado considerado: 
An~logamente se puede proceder con respecto al lado s. obteniéndose las 
J 
siguientes derivadas, función exclusiva de los parámetros situados en ell~ 
do j: 
Si se considera la validez del teorema de Schwartz, se cumple: 
as~as~+l-m 
' 1 J 
y por lo tanto, existen K relaciones entre los parámetros de los dos la 
dos si y sj. En un elemento triangular de continuidad CK y extraclase ne 
145 
gativa hay ZK relaciones entre loa distinto. gdl situados a lo largo de 
sus tres lados. COIIO consecuencia no as posible obtener elelll!nCO. simples 
6 hipoelementoa conformes de continuidad CK (K>O), con una expresi6n po-o 
lin&aica GDica ea su interior. 
6. 1~ Sllfi.ES CON I'\ICIONEI POL.ltO\ICAS A mzos EN SU INTERIOR 
Se adopta por comodidad de cálculo, el centro da gravedad, o del triáng~ 
lo como punto común de loa tres triángulos (subelementos) qua dividen el 
triángulo total 123, se¡Úil se muestra an la figura lOa. En cada subelemen-
to triangular se supone existe una funci6n polinóaaica única de grado N 
que describe el valor de la función v. 
Como se eatl estudiando un elemento simple de continuidad CK, por lo 
tanto, ea lo• virtieea del triingulo 123, deben existir dicha continui-
dad, que ae designa por c1 y existen S(K) gdl, siendo: 
S(l) • (K+l)fX+Z) [ 6 .1] 
A lo largo de los lados, como en el caso de hiperelemantos, se conce~ 
tran todos loa gdl en el punto medio de cada lado, es decir, los m0, m1, 
mi' •••• , 111¡c gdl correspondientes a la continuidad c0 , c1, .... ,CKendicho 
punto. 
Considerando cada subelemento (figura lOb) los gdl en el lado y vérti-
ces exteriorea estan ya dete~nados, por lo que los restantes gdl proc~ 
dentes de la diferencia entre el nGmero total de parámetros (coeficien-
tes) del polinomio completo de grado N y los gdl existentes a lo largo del 
lado exterior incluidos los vértices, es decir, el número L de gdl en el 
vértice O del subelemento es: 
K 
L • S (N) - { i'O mi + 2 S (K) } [6.2] 
Desarrollando la expresión anterior, y considerando los valores de mi 
deducidos mediante las ecuaciones ( 5 .11] con H • O, se obtiene: 
(N+l)(N+2) K 
L • z - i~O{(N-2K-l)+i}- (K+l)(K+2) 
~ e k= w, VOl. ""J •... 
""~ICw ~-· .,J .. 
,. "' ~ . ,. ... 
(,..) 
FIGURA 10.- EleD'ento triangular simple CK con 
funciones polinómicas a trozos en 
un su interior. 
J vi 
' 
FIGURA 11.-Valores que 
definen el elemento sim 
ple cK y con polinomio~. 
' 
w, "'-·yJ' 
w;t,,wk),'o./~'1 
J 
' 
'tl,w",w'1 
"""~·""'"'7' "'11 
FIGURA 12.- Familias de elementos CK simples con funciones polinómicas a trozos. 
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es decir: 
L • (N-K+1)(N-.K) 
2 [6.3] 
La expresiiSn (6.3] indica que loa gdl, que se concentran en el vértice 
interior O, del subele .. nto,corresponden a una continuidad CN-K-1• 
Se pueden eliminar to4os o la ma,.or parta de estos gdl en el nudo in-
terior, si se consideran requerimientos de continuidad interior con el 
triingulo total, en particular, continuidad a lo largo de los lados in~ 
riorea 01, 02 y 03. Con este fin se introducen las siguientes condicio-
nes a lo larso de cada uno de estos lados. 
Continuidad c0: 
Existen N+l coeficientes del polinOIIIio ele arado N y (K+1} + (N-K-1+1) • 
N+l gcU en los vértices, por lo que se pueden imponer el nGmaro n0 sisuie!, 
te de condiciones adicionalea entre los gdl: 
n0 • (N+l} - (N-1} • 0 
Continuidad Ci: 
Existen N+l-i coeficientes del polinomio (aiw/ani} derivada normal a lo 
largo del lado y (K+l-i} + (N-K-1+1-i} • N+l-2i gdl concentrados en los vé.!. 
tices. Para la continuidad Ci se precisan imponer los siguientes n. condi 
l. 
ciones entre los gdl: 
ni • (N+l-i} - (N+1-2i} • i 
Por consiguiente se puede incrementar la continuidad interior del ele-
mento total, imponiendo relaciones entre los distintos gdl del triingulo 
total. Estas relaciones pueden plantearse mediante la pertinente identif! 
- cación de los valores de la función w, y de sus derivadas aiw/ani(i • 1, 2, 
.~ ••• K0 , con K0 máxima continuidad interna exigida} en los puntos comu-
nes 1', 2' y 3' a cada pareja de subelementos. Se supone por comodidad de 
calculo que estos nudos 1', 2' y 3' son respectivamente los puntos medios 
de los lados 01, 02 y 03 respectivamente. 
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En el caso de que el número n. de condiciones de continuidad Ci a imp~ 
~ 
ner sea mayor que la unidad, se identificarían los valores de las siguie~ 
tes derivadas de la función (obtenida según las expresiones polinómicasde 
cada subelemento común) en los puntos 1', 2' y 3' citadas: 
Por consiguiente entre el número total de parámetros (coeficientes de 
las tres expresiones polinómicas completas de que se dispone, es posible 
introducir una serie de condiciones de continuidad interna, de modo que se 
pueda eliminar el máximo número de gdl interiores (en el nudo O). Se de-
duce de esta forma, para cada uno de los nudos i, punto medio del lado Oi 
de los subelementos A1 • Oi j y A2 • O k i, las siguientes ecuaciones: 
Continuidad c0 : 
aw aw (as) A •-(as) A 
1 2 [6.4] 
Continuidad Ci (i • l ,2, ••• ,K0): 
El número máximo de ecuaciones [6.4] que se pueden plantear debe sati~ 
facer la desigualdad siguiente: 
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con el valor deL dado por la expresión (6.3). 
La inecuaci6n [6.S] permite obtener el orden Ka de la continuidad in-
terior que ea posible requerir. En efecto, ae puede escribir: 
o bien: 
( 6.6] 
K0 •• el miximo valor entero qua satisface la inecuación [6.6] 
La diferencia D definida como aicue: 
(6.7] 
representa el número de gdl en el nudo interior O, que permanecen sin el! 
minar. Sin embargo, se pueden incluir en el nudo i' de cada lab interior, 
parte de los ~ +l condiciones de continuidad K0+l. Sea este número de co~ 
diciones n¡( +l 2on06'n.¡{ +l <"K +l' Las condiciones que se imponen son las 
correspondi~ntes a la 2aualdaS, en cada triingulo A1 y A2, de los valorea: 
El valor de n¡( +l se obtiene mediante la expresión: 
o 
' E(~) UXO+l - 3 
[6.8] 
[6.9] 
con E(x) la función parte entera de x, y los N0 gdl que permanecen en el 
nudo O del elemento final, una vez llevada a cabo la eliminación que se 
deduce de las ecuaciones (6.5) y (6.8) son por consiguiente: 
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TABLA 5.- Elementos simples de clase CK con funciones a trozos en su 
interior grado de los polinomios N. 
K•O 
N mo L e o No Observaciones 
1 o 1 o o CT(N0ao) 
2 1 3 '1 o LT(N0ao) 
3 2 6 2 1 QT(N0•1) 
4 3 10 3 3 
5 4 15 4 6 
6 5 21 5 10 
7 6 28 6 15 
K•1 
N mo m1 L co No Observaciones 
3 o 1 3 1 o Elemento de Clougt 
4 1 2 6 2 3 
5 2 3 10 3 7 
6 3 4 15 4 12 
7 4 5 21 5 ! 18 
K•2 
N mo m1 m2 L co No 
5 o 1 2 6 2 3 
6 1 2 3 10 3 7 
7 2 3 4 15 4 12 
8 3 4 5 21 5 18 
Notas: L • número de g41 en el nudo interior. 
c0• indica el orden de continuidad en el nudo interior. 
N0•número de gdl en el interior tras el proceso de reducción. 
Se puede en el ensamblaje eliminar estos gdl mediante con 
densación estática. 
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Se comprende que en general N0 ee un número comprendido entre O y 2, 
es decir: 
Si N0 • 1 el gdl que perwnece en O, corresponde a la función w, 
Si N0 • 2 los gdl que no se eliminan en O, son las derivadas de la fu.!!. 
ción w, es decir: aw/ax y aw/ay. 
El planteamiento anterior no es válido ei se introducen condici~de 
continuidad mayor que c1 , pues puede mostraree siguiendo un razonamiento 
análogo al desarrollado en el apartado 5.2 que aparecen relaciones line~ 
les entre los parimetros. Por ello, se repreeenta una familia de elemen-
tos en los que se ha eliminado tres gdl interiores mediante esta técnica 
de continuidad interior. Los restantes pueden ser suprimidos en el proc~ 
so de ensamblaje ea decir, por condensación estitica. El elemento gene-
ral de la familia se representa en la figura 11. La particularización de 
las fórmulaa obtenidas, se resume en la tabla S, que contiene los prime-
ros elementos de la familia jerárquica que se acaba de describir. 
7. EL.VelT'OS DE TRANSICta. 
7.1 INTIODUCCtON 
Puede interesar en un análisis mediante E.F. disponer, en las zonas de va 
riación bruaca de resultado• con características geométricas especiales, 
elementos de dimensiones pequeñas y por lo tanto con desarrollos polinó-
micos de orden bajo. En zonas mas uniformes se pueden adoptar elementos 
de grandes dimensiones y que recojan en su desarrollo polinoruiosdeorden 
elevado. Se hace necesario, disponer para un tipo de problema de case CK, · 
elementos de transición que permitan, unir distintos elementos dentro de 
una misma familia. La técnica que se utilizará consiste en degenerar, en 
el elemento de orden más elevado, el grado del polinOmio a lo largo del 
lado comun de modo que coincida con el grado del polinomio del elemento 
de menor orden. Para ello es preciso introducir una generalización de las 
fórmulas de interpolación de Lagrange, que se describe a continuación. 
1 52-
K 
Se denomina P ij (x) a un polin6mio de grado N, siendo N • kh ~· que pa-
sa por K puntos, tales que en el k-simo, de abscisa~ se anulan las ~ 
primeras derivadas (k • 1 ,2, •. ,K, kJii) y en el punto i, de abscisa xi, 
la derivada j (*) es igual a la unidad y las (ni-1) restantes primeras 
derivadas se anulan asimismo en xi. 
Formalmente la funci6n Pij(x) se define como sigue: 
i'Ptj 1 • O 
dx x•~ 
k¡li, >-•0,1,2, ••• ,~, k•1,2, •••• ,k 
iPtj 1 • O 
dx 
x•x. 
1 
djP ij 1 • 1 
d~ 
x•x. 
1 
>. ¡lj, >. •0,1,2, ••• ,ni 
que adopta los valores numéricos siguientes: 
>: 1 d pi (x) 
d >. 1 - 11il 
x x•x. 
1 
Se obtiene entonces: 
[7.1] 
[ 7 .2] 
~OTA(*): j depende en general del punto i que se considere. 
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siendo 
i' ~nl·o para n • 0,1,2, ••• ,j-1 (7.3.a) 
[7.3.b] 
1 1 de ij d b d 1 . . f" y os restantes va oras gn se pue en o tener e a s1gu1ente grmu-
la recurrente: 
[ 7 .J.c] 
con n • j+1, j+2, •••• • ni 
La expreaiSn {7.3.c), se puada ••crib~r: 
[7.3.d] 
7.3 APLICACIOI 1 
Elemento CN de los dos nudos: 
Se consideran coordenadas adi-nsionales: t 1 • -1 y t 2 • l. 
Las funciones polinómicas pi(t) son en este caso: 
N+l 
p 1 (t) - (t-1) 
y los valores de sus sucesivas derivadas: 
(N+l)! 
(N+ l-.>.)! 112
_>. • 2N+I->. (N+l)! (N+1- >.)! 
Introdu~iendo estos valores en la expresión {7.3.d) se deduce: 
. n-j A N+l .. lj t <-2>- e >-lJ • g ·- >. gn->.' 
n >.~I 
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2. n-j >. N 1 . 
g J -- ¡; 2- . + )-lj . n ~ ). gn->. 
1•1 
Estas ecuaciones de recurrencia tienen como soluciSn: 
-1j K N+k 1 l 
gk+j • (-) ( k ) (-2)N+~H j ~ 
-2j k N+k 1 1 
8k+j (-) ( k J 
2
N-+kH j ~ 
Laa funciones de forma son. en este caso: 
(lt•0.1.2 •••• ) 
En la figura 13 se representan loa casos para N • o. 1 y 2. Las funci.2, 
nes de forma se relacionan a continuaciSn para la situación N • 3. 
4 
N311 • .ll::.!l <e+ 1> ooc
2 
+ 28¡; + 22> 64 . 
4 N~2 • (g~1) ((+1)2(4¡;+6) 
4 N~3 - <r;l' (t+1)3 
4 
N3 • 1Sill_ (-5(3 + 25(2 - 43( + 27) 20 64 
4 N~ 1 - <;:o <t-1> ooc2 - 28t + 22> 
4 N~2 • <;:1) ((-Í) 2(-41; + 6) 
N~3 • <f¡l)4(t•1) 
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~ 
-o\ 
~~ 
-.4 .. 
-~ -"CYe---:-rf ""7 .( 
-A·~ 
;~ 
_,_
-A 
Elemento c0 , 
r 
Elemento c1• 
1 1 3 1 
N10 • u;O-C) (3C + 9C + 
2 1 3 N11 •·u;(l-C) (t+l)(lt-
Elemento c2• 
FIGURA 13.- Elementos 1-D de clase 
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7.4 APLICACION 2 
Si se considera el lado de un triángulo de una de las familias anterio-
res, se observa que todos los grados de libertad estan concentrados en 
los vértices (extremos del lado) y en su punto medio (*). Por otra par-
te se supone que el número de gdl de cada vértice a p y el de los gdl 
del punto medio a q. Se adoptan coordenadas adimensionales, es decir, les 
tres nudos (1, 2 y 3) del lado se definen por 1;; • 1,0 y 1 respectivamen-
te. 
Aplicando el desarrollo de[4.2] se obtiene: 
P1 • (t-l)ptq 
p2 - (t2-l)p 
p3 • (t+1)ptq 
Por otra parte, los valores numéricos de las sucesivas derivadas de los 
polinomios anteriores son: 
si k. 2k' 
en otro caso 
con i 0 • max(O, k-q). 
NOTA(*): El cálculo que sigue se ha referido a los elementos simples CK 
con desarrollos polinómicos a trozos. La extensión a hiperele-
mentos e K con extraclase H es inmediata. Basta considerar p • K 
+H+ 1, en lugar de p • K+ 1 en la fórmula [7. 4) y p • K+H- j+ 1 en vez 
de p • K-j+l en la fórmula (7 .6] 
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Se obtienen de este modo los valores iniciales: 
p+12p. 
11 10. (-) • 
Aplicando las f6raaalas {7.3.a), [7.3.b} Y.{7.3.c], se deducen los po-
linomios Pij(t), correspondientes a tres puntos (-1, O, 1). 
Con este cllculo previo es posible obtener las relaciones que deben 
existir entre loa zdl a lo larzo de un lado de un elemento (K,N) para 
hacerlo compatible con otro elemento adyacente de menor orden (K,N'), 
con N' < 1!1. Para ello, se estudia la compatibilidad de las distintas fu!! 
cionea, w, 
..... 
a lo largo del lado cbmun y las condiciones que implica cada una de ellas. 
(a) Compatibilidad de w, 
Los gdl existentes en cada uno de los vértices i(i • 1,3) se desigJlan 
en su proyección sobre el lado como sigue: 
Los gdl en el punto medio del lado son (i • 2) 
Las flechas a lo largo del lado w • w(t) puede escribirse como se ind!_ 
ca a continuación: 
[7 .4] 
con P .. las funciones de E; anteriormente definidas y siendo p • K+l y q •m.... 1J u 
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La expresión {7.4) puede escribirse por comodidad en la forma mas si~ 
plificada: 
3 jt [7 .5] w • l: wisj P .. 
i•1 j•O 1J 
con j. • K 
1 
para i. 1 y 3 j2·uu· 
El polino~o (7. s] en general, de grado N, debe degenerar en otro de 
grado N' menor. Para ello se anulan loa N-N' coeficientes de las poten-
cias de ~. mas elevadas, es decir, las correspondientes a ~N. ~N-l, ... , 
N'+l . ~ , que_ perDl1ten obtener las N-N' relaciones entre los distintos gdl 
(wi
5
j)• Los gdl que deben eliminarse corresponden a los de orden de de-
rivación mas elevado situados en el punto medio del lado, es decir, los 
siguientes: 
w2smn• w2smu- 1• ····• w2sm0-+N'- 1 
ajw (b) Continuidad de 
anj 
Se procede de un modo totalmente análogo al caso anterior de continui-
dad de w. Ahora los gdl en los vértices i(i • 1,3) son: 
con 
y w. m 
l. S 
Los gdl en el punto medio del lado son (i = 3): 
gue: 
ajw 
La función ---. puede escribirse a lo largo del lado como si-
anJ 
3 
r 
i•1 
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[7.6] 
con para 
con Pil las funciones polinómicas de t definidas anteriormente para p • 
K-j+l y q ••j• 
El polinomio {7.6} serl en general de grado N-j y las condiciones e~ 
tre los gdl deben representar la anulación de los N-N' de las potencias 
de t mas elev .. as. Los gdl que pueden eliadnarse a partir de las N-N' -
condiciones corresponden a: 
De esta fo~ es posible, en un elemento normal del tipo (K,N) y red~ 
cirlo a otro de transición (K,N) con un lado sobre él que existe una e~ 
patibilidad con (K,Ñ') mediante eliminación del siguiente nGmero de gdl: 
(K+l)(N-N') 
Se puede proceder análogamente con cualquiera de los otros lados.obt~ 
niéndose así,en general.elemantos de transición de (K,N) en (K1,N1), 
La extensión de la formulación anterior a los hiperelementos CK de e~ 
traclase H puede efectuarse como se ha indicado, con el oportuno cambio 
de la variable K en los vértices, por K+H. 
a. IXPPI,..NTACICN N\KRICA 
En este apartado se presentan algunos resultados obtenidos con algunos ~ 
lementos pertenecientes a las dos familias expuestas anteriormente.Enpa~ 
ticular de la primera familia los hiperelementos HEl de extraclase H • 1 
(figura 15) y HE2 de extraclase H • 2 (figura 16)(*). Ambos utilizan po-
linomios interpolantes de grado N • 7, es decir, con 36 parámetros básicos. 
NOTA(*): En realidad en estos elementos se han separados los gdl conce~ 
trados en el punto medio de los lados, pero numéricamente esta 
modificación no es significativa. 
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• w w • w, 
,¡¡. w 
""w \Al¡ 
+ w 
" 
Elemento normal 
Elemento de transición 
L:.:: __ _:::J... __ ==::=:~~:;:.__J (K, N) en (N 
1
, N
2
, N 
3
) 
FIGURA 14.- Elementos de transición. 
w~· \.J., ""'n G) w ""~ ...,, w,.K w .. , "'n 
'"' 
,.., w .. ..-7 "-'~ 11 ~;nt 
... w VJ 14 VJ'J 
FIGURA 15.- "Hiperelemento HE l. -+- oJJ"' 
FIGURA 16.- Hiperelemento HE2. 
T 
'1-· 
1 
1 
1 
1 
Placa real ~:alla 2x2 Malla 1x1 
FIGURA 17.- Experimento ~umérico. 
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TAIILA 6.- C,u· a p~ntual P en el centro. 
J Placa apoyada en fr1aca apoyada en sus esquinas 
f.:le•nto Halla lriCLI lriCLZ W . .. NCLI NCL2 .. l w, ' o . 
Hf.:l{N•7) 
"' 
., 20 0,01156 0,1217 -0,4.666 
" " 
0,01920 j 0,02300 
HEI(N•1) 
"' 
158 112 1 0,01159 0,1219 -0,4175 158 l 138 0,01916 1 0,0229/o 
HE2(N•7) 
"' 
1 lJO 80 ¡ 0,01158 0,1219 -O,JS28 lJO 
1 
106 O,OJ9Sl : 0,02l~O 
ES(N•)) 
'" 
! 
" 
6 1 0,01042 0,17SO 
-0,5000 1 
" 
lJ 0,0)165 ¡ 0,02282 
ES(N•4) 
'" 
27 12 _l. 0,01142 1 0,1179 -0,232] 27 
" 
0,01891 : 0,02286 
ES(N•S) 
'" " 
.. O,OIISZ j O,UO) ...O,S921 1 
" " 
0,01907 ¡ 0,02291 
ES(N•6) 
"' 
47 ,. O,OIIS6 "1 0,1074 l -0,]104 ¡ 47 
" 
0,03911 1 0,02291 
ts(N-7) 
"' " 
JO O,OllSS O,llSZ : -0,63l2 1 
" " 
0,01912:: 0,02291 
ES(N•J) 
'" 1 " 
,. 0,01121!1 i 0,1366 ' -0,3106 - 1 - 1 
llehrench 1 (l) 0,01160 1 0,1219 -0,4170 
'" 
' JS9
1 0,039041 0,02281! 
UYENDA: 
NGLI • •'-ro de ¡rallos de libertad toulet. (No ae eontideren lot eliminado• -diante c:ondenucilin 
udtiu en !S). 
NCL2 • nlimero de Jndoa de libertad ac:tivoa. 
w0 • flecha en el eentro/(Pa
2/D). 
w1 • flac:ha en d centro del lado /(Pa
2/o). 
111 11 • nac:cilin de esquina/!_. 
Q., • cortante en el centro del lado/(P/a). 
Ht:l • hipereb~~~anto de extradaae H • l. 
HEZ • hiperele~nento de extraclase H • 2. 
ES • ale .. nto si~~~ple (extenli&n da Clou1h·Tochtar), 
• &ndo del polina.io interpolante. 
(•) • luuludos obtenido• -dhnte al proar ... SAP. eon un• -11• de lOO ele-ntos LLCT9 en un 
eu•drante de 1• phc•. 
1 
! 
N 
"' j 
¡ 
TABLA 7.- Carga uniforme de intensidad q. 
Placa apoyada 
'" '" 
contorno ·rlllcaaooyadaensuseJuinas 
Elemento Malla NGLI NGl.2 .. H . o, NGLl NGL2 "o •, H 
HEI(N•7) ,,, 
" 
0,004062 O,OU33 -0,3438: 
HEI(N•7) 
"' 
158 112 0,001.062 0,01¡790 -0,3406; 
"' 
1)8 0,02$5 0,0178 0,114 
HE2(N•7) ,,, IJQ 80 0,004063 0,04850 -0,3100 IJO 106 0,0258 0,0181 O, liS 
ES(N•J) ·lxl 11 0,004155 0,06185 -0,1930 JI lJ 0,0250 0,0176 0,121 
ES{N•4) 
'" 
27 12 0,004081 0,06570 -0,2206 2) o,ozssl 0,0177 O,lll 
ES(N•S) hl l7 18 0,004060 0,04647 -0,}120 l7 
" 
o,o2Ss¡ o,OIH 0,111 
ES(N•6} 
"' 
47 24 0,004063 0,0,.817 -0,3355. 47 4J 0,0255( 0,0177 0,112 
Referencia (!) 0,004062 ! 0,04790 1 -0,3380 (18) 0,0249¡ 0,0180 0,109 
lEYENDA: 
!fCLI • nilmero de I!Udo• de libertad totale•. (No n condderan los eli•inadol por conde11uci6n esdtica en ES}, 
NCL2 • número de grado• de libertad activos. 
\10 • flecha en el centro/(qa
4/D). 
w1 • flecha en el centro del lado/(qa"/o). 
H11 • ..omento Oec:tor en el centro /(qa
2). 
R11 • reacci6n de esquina/(qa
2). 
Qx • corunu en t>l c:t>ntro del lado/(qa). 
NEI • hipert>leiiiE'nto dt> e11tUClall' lt •l. 
11[2 • hiperelem .. nto de extraclase H• 2. 
ES • ehmento simph (extenli6n de Clouch-Tochter}. 
• grado del polinomio interpohl:lte. 
M 
"' 
Las funciones de forma han sido obtenidas explícitamente en (16), en 
donde se ha llevado a cabo una extensa experimentación numérica, en re-
lación con problemas de flexión de placas. Aquí sólo se presentan algu-
nos de estos resultados. De la segunda familia de elementos finitos, e~ 
rrespondientes a una extensión del elemento de Clough y Tochter se han 
considerado los cuatro primeros elementos simples (ES) es decir, aqué-
llos cuyos polinomios interpolan tes a trozos son de grados N • 3, 4, 5 y 
6 respectivamente. Los resultados alcanzados con los elementos de esta 
segunda familia, se encuentratl en fase de elaboración, de acuerdo con 
el desarrollo presentado en (17) y deben ser interpretados todavía den-
tro de un contexto de provisionalidad. 
Se ha analizado con es tos elementos el clásico problema de prueba con-
sistente en el estudio de la flexión de una placa cuadrada de lado a. La 
constante de la placa se denomina D y su coeficiente de Poisson se ha su 
puesto v • 0.30. Los dos tipos de carga considerados han sido: Uniforme en 
toda la superficie de la placa con intensidad q y una carga concentrada 
puntual de valor ! situada en el centro de la placa. Se han contemplado 
dos posibilidades de condiciones de borde: Placa simplemente apoyada en 
todo su contorno y placa apoyada únicamente en sus cuatro esquinas (vfr-
tices). La discretización se ha materializado en mallas de lxl y 2x2, e-
quivalentes a modelizar un cuarto de placa con dos y ocho elementos res-
pectivamente (figura 17). 
Los resultados obtenidos se resumen en las tablas 6 y 7. En ellas se 
ha procedido al cálculo exacto de las integrales -anal'íticamente o con un 
número suficiente de puntos de integración de Gauss. La concordancia de 
resultados entre los hiperelementos HEl y HE2 y los exactos (deducidos a 
nalíticamente en las referencias correspondientes) es excelente. Se obse!_ 
va sin embargo, que el número de gdl activos en el elemento HE2 es menor, 
con la ventaja computacior.al consiguiente. Por el contrario en es te ele-
mento, dada la excesiva continuidad impuesta en los vértices, los resul-
tados que implican alta derivación, como son los esfuerzos cortantes, se 
deterioran. Con relación a los elementos ES incluso, con mallas tan sim-
ples como las lxl, se deducen resultados de movimientos (w) muy aceptables 
a partir de un cierto valor de N (N~4). Se observa que dada la estruct,!!_ 
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ra interna -polinomios a trozos- de la función interpolante, los valores 
de los esfuerzos que representan derivadas altas de la función de campo, 
sólo son adecuadas para valores mas altos de N0bien con mallas mas finas 
2x2. 
Un aspecto importante en relación con la utilización de los hiperele-
mentos es la influencia en los resultados de la forma de introducción de 
las condiciones de borde. Los resultados presentados en las tablas 6 y 7 
corresponden a la introducción simultánea de las condiciones esenciales y 
naturales (existen derivadas segundas y terceras como incógnitas bási~) 
en cada caso. Si se introdujesen únicamente las condiciones de borde ese.!!. 
ciales, los resultados se deterioran de un modo significativo. Sin emba~ 
go, en ninguno de los elementos de las dos familias se ha observado una 
influencia apreciable en los resultados para las distintas disposiciones 
y orientaciones de los triángulos dentro de la malla. Por último, al es-
tudiar flexión de placas oblícuas con elevados ángulos de esviajes o bien 
rect&ngulares con elementos de lados muy diferentes se han alcanzado r~ 
sultados aceptables. 
9 • CONCL.UII QNII 
Se han desarrollado dos grupos de familias jerárquicas de elementos tria.!!. 
gulares con continuidad externa CK. Los elementos de transición diseñados 
pueden ser fácilmente programados, con un planteamiento numérico, en unco.!!! 
putador·. De esta forma se alcanza una gran versatilidad en el uso de es-
tos tipos de elementos, para los cuales, las convergencias se ob~ienen ~ 
diante un incremento sucesivo de las ordenes de los elementos dentro de la 
familia. La experimentación numérica realizada en algunos casos muestran 
una eficacia computacional con estos elementos en comparación con otros 
más simples y de menor tamaño, particularmente, en conexión con resulta-
dos que exigen un elevado grado de diferenciación (con el consiguiente ru,!. 
do numérico). Sin embargo, un estudio intensivo de su convergencia y exp~ 
rimentación de aplicaciones se hace preciso antes de alcanzar conclusio-
nes definitivas. 
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